
ابوالقاسم شعبانی

از خداست.  انسانى لبخندى  «هر     
به تو كه زيباترين لبخند خدايى» تقديم 

سلام عزيزان، اميدوارم هميشه شاد و تندرست باشيد و ايام به كامتون باشه. 
خردادماه ۱۴۰۱ مسئولين، زحمت يه مصوبه ای را كشيدن كه كمی كنكور رو از ريل يكنواخت قديمی جداش كرد و نقش سوابق 
تحصيلی رو تو كنكور پررنگ كرد. مصوبه می گه كه نمرۀ سوابق تحصيلی واسه سنجش و پذيرش تو رشته های پرمتقاضی دانشگاه ها 

قرار به صورت جدول زير اجرا بشه:

ميزان تأثير پايۀ تحصيلی سال تحصيلی دوازدهم

۴۰ درصد قطعی فقط دوازدهم ۱۴۰۱-۱۴۰۲

۵۰ درصد قطعی فقط دوازدهم ۱۴۰۲-۱۴۰۳

۶۰ درصد قطعی يازدهم و دوازدهم ۱۴۰۳-۱۴۰۴

۶۰ درصد قطعی دهم، يازدهم و دوازدهم ۱۴۰۵-۱۴۰۴ و بعد از آن

با اين حساب سوابق تحصيلی يا همون نمرات امتحانای نهايی می تونه تو نتيجۀ كنكور مؤثر واقع بشه. يعنی اگه نمرۀ نهايی خوب 
باشه، نمرۀ كنكور رو بالا می بره و اگه بد باشه، نمرۀ كنكور رو پايين مياره.

يه مثالی واستون می زنم تا بهتر متوجه موضوع بشيد:
فرض كنين تراز تون تو كنكور ۶۵۰۰ باشه و نمرۀ امتحاناتتون تو نهايی خيلی خوب باشه و بعد از تبديل به تراز، ترازش ۷۵۰۰ بشه. 

اون وقت تراز امتحانتون تو كنكور با احتساب ۴۰ درصد قطعی، به صورت زير محاسبه می شه:

6500
60

100
7500

40

100
3900 3000 6900´ + ´ = + =

يعنی نمرۀ نهايی تونسته، ۴۰۰تا تراز تون رو بالا بكشه!
با اين اوضاع می بايست هر دو جنبۀ نهايی و كنكور رو تقويت كنين.

هدف ما هم از نگارش اين كتاب دقيقاً همينه كه بتونه شما رو به طور عالی واسه نهايی آماده كنه.
ويژگی های اين کتاب:

 پوشش كامل سؤالای نهايی داخل و خارج از دی ۹۷ تا الان
 پوشش كامل مثالا، تمرينا، كار در كلاسا و حتی متن كتاب درسی

 ارائۀ يه درس نامۀ توپ و كامل و روان، اما مختصر و مفيد
 پاسخ های تشريحی با رويكرد آموزشی

 ارائۀ چند دوره امتحان نهايی به همراه پاسخ و بارم بندی نمونۀ نهايی واسه آماده سازی بهتر شما
 ارائۀ تحليل آماری از سؤالات نهايی كه وزن و سهم هر فصل و هر قسمت رو تو نهايی نشون می ده

 حذف سؤالای تكراری و ادغام سؤالات خيلی مشابه
لازمه تشکر و قدردانی کنم از:

 آقايان دكتر ابوذر نصری و دكتر كميل نصری
 تيم خوب توليد خيلی سبز كه زحمت كتاب رو دوش اون ها بود.
 ويراستاران خوب كتاب خانم ها نرجس تيمناک و مريم بيوک زاده

 سركار خانم لولاو مرادی كه مسئوليت هماهنگی كتاب را بر عهده داشتند.
با احترام
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۸

تــابــع

دوم: 2
درس نامۀ  ۲ ـ قسمت دوم را در صفحۀ ۴۹ ببینید.

صفحۀ ۱۵ تا ۲۳ كتاب درسی   تبديل نمودار توابع

 درستی يا نادرستی گزاره های زير را مشخص كنيد.
(دی ۹۹ و شهریور ۹۹)- ۶۴ y است.  f x= ( ) y همان دامنۀ تابع kf x= ( ) دامنۀ تابع با ضابطۀ

(خرداد ۹۹ خارج)- ۶۵ y می باشد.  kf x= - ( ) y همان دامنۀ تابع kf x= - ( )2 دامنۀ تابع با ضابطه

(دی ۹۸)- ۶۶ y است.  f x= ( ) y همان برد تابع kf x= ( ) برد تابع با ضابطۀ

(خرداد ۹۸ خارج)- ۶۷ y برابر است.  f x= ( ) y با برد تابع f kx= ( ) برد تابع

(دی ۹۸ خارج)- ۶۸ y است.  x= - y همان نمودار تابع x= - نمودار تابع

(دی ۹۸ خارج)- ۶۹ ، نمودار g را می توان از نمودار f با انتقال سه واحد به سمت راست به دست آورد.  g x x( ) ( )= - 3 3 f و x x( ) = 3 اگر

(دی ۹۹ خارج)- ۷۰ y است.  f x= ( )1

3
¢ در تابع

-
A

9

2
y متناظر با نقطۀ f x= ( ) A در تابع

3

2-
نقطۀ

(متن کتاب درسی)- ۷۱ y به دست می آيد.   f x= ( ) y از انبساط افقی نمودار f kx= ( ) ، آن گاه نمودار k اگر1<

(متن کتاب درسی)- ۷۲ y به دست می آيد.  f x= ( ) y از انقباض عمودی نمودار kf x= ( ) 0، آن گاه نمودار 1< <k اگر

] است.- ۷۳ , )1 9 y برابر f x= - - +2 3 1 3( ) ) باشد، برد تابع , ]-3 1 اگر برد تابع f بازۀ
 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر كنيد.

(خرداد ۹۸ خارج)- ۷۴ 2 برابر است با ............... .  1

2
f x( ) ] باشد، آن گاه دامنۀ , ]1 4 f برابر x( ) اگر دامنۀ

(شهریور ۱۴۰۰ خارج)- ۷۵ y برابر بازۀ ............... است.  f x= ( )2 ] باشد، آن گاه دامنۀ تابع , ]-2 0 f بازۀ x x( ) = + 3 اگر دامنۀ تابع

(خرداد ۹۹ خارج)- ۷۶ y برابر با ............... است.  f x= 2 ( ) ] باشد، آن گاه برد تابع , ]-1 4 اگر برد تابع f برابر

(شهریور ۹۸ خارج)- ۷۷ y برابر با ............... می باشد.  x= - - برد تابع

(شهریور ۹۸ خارج)- ۷۸ f با يكديگر ............... است.  x( )1

3
f و تابع x( )3 برد تابع

(شهریور ۹۸ خارج)- ۷۹ 1 ............... خواهد بود. 
2

2f x( ) ، در تابع f x( ) ) در تابع , )4 0 نقطۀ نظير
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(دی ۹۹ خارج)- ۸۰ f برابر است با ............... .  x x( ) = - برد تابع
(خرداد ۱۴۰۰)- ۸۱ y را رسم كنيد.  f x= - +( ) 2 ، نمودار تابع y f x= ( ) با توجه به نمودار تابع

 
y است. به كمک آن نمودار توابع زير را رسم كنيد.   f x= ( )  شكل مقابل، نمودار تابع

۸۲ - y f x= +1

2
2 1( )

۸۳ -y f x= - - -( ) 1
(مشابه تمرین کتاب درسی)- ۸۴  y f x= + -2 1 2( )

(دی ۹۷)- ۸۵ y را رسم كنيد.  f x= -( )2 2 با استفاده از نمودار تابع f نمودار تابع

y را رسم كنيد.- ۸۶ f x= 1

3
2( ) y در شكل روبه رو رسم شده است. نمودار تابع f x= ( ) نمودار تابع

(شهریور ۹۹ و مشابه خرداد ۹۸)  

(خرداد ۹۹)- ۸۷ y در شكل روبه رو رسم شده است.  f x= ( ) نمودار تابع

y را رسم كنيد.  f x= 3
1

2
( )  نمودار تابع

y را تعيين كنيد. f x= 3
1

2
( )  دامنۀ تابع

y را رسم كنيد.- ۸۸ f x= -2 1

3
( ) y به صورت روبه رو است. با استفاده از آن نمودار f x= ( ) نمودار تابع

(شهریور ۹۸ و مشابه دی ۹۷ خارج)  

(خرداد ۱۴۰۰ خارج)- ۸۹ y را به دست آوريد.  f x= ( )2 ] باشد، دامنۀ تابع , ]-4 4 ،f اگر دامنۀ تابع

g را به دست آوريد.- ۹۰ x f x( ) ( )= - + -1

2
3 1 y است. دامنه و برد تابع1 f x= ( ) شكل مقابل نمودار تابع
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(مشابه کار در کلاس کتاب درسی) ، نمودار توابع زير را رسم كنيد.  y x=  با استفاده از نمودار

۹۱ -y x= -

۹۲ -y x= -

۹۳ -y x= - -

۹۴ -y x= - +1 1

۹۵ -y x= -2
(مشابه کار در کلاس کتاب درسی) ]، نمودار توابع زير را رسم كنيد و دامنه و برد آن ها را بيابيد.  , ]-4 1 y در بازۀ x= +| |2  با استفاده از نمودار

۹۶ -y x= - +1

2
2| |

۹۷ -y x= + -2 2 3| |

(دی ۹۹ خارج و کار در کلاس کتاب درسی)- ۹۸ ] رسم كنيد.  , ]1 3 f در بازۀ x x( ) | |= - 2 g را با استفاده از نمودار تابع x x( ) | |= - -1

3
2 نمودار تابع

(دی ۱۴۰۰ خارج)- ۹۹ y را رسم كنيد.  f x= -| ( ) | با استفاده از نمودار تابع f نمودار1

y را رسم كنيد.- ۱۰۰  x= + -| |1 1 ، نمودار y x= با استفاده از نمودار
(مشابه تمرین کتاب درسی)- ۱۰۱ y را رسم كنيد.  = -2 2cos x ، نمودار y x= cos با استفاده از نمودار

(مشابه تمرین کتاب درسی) ] رسم كنيد.  , ]-p p ، نمودار توابع زير را در بازۀ y x= sin  به كمک نمودار

۱۰۲ -y sin x= -2
1

2
( )

۱۰۳ -y sin x= - +( )2 1

(شهریور ۱۴۰۰ خارج)- ۱۰۴ y را رسم كنيد.  = - -1

2

1

2
cos( x) f نمودار تابع x x( ) cos= با استفاده از نمودار

f را ابتدا دو واحد به سمت پايين، سپس يک واحد به سمت چپ و در مرحلۀ آخر نسبت به محورx ها - ۱۰۵ x x x( ) = - +2
2 نمودار تابع با ضابطـۀ1

(شهریور ۱۴۰۰) قرينه می كنيم. ضابطۀ نمودار تابع را در هر مرحله بنويسيد. 
y را ابتدا يک واحد به سمت راست و سپس دو واحد به پايين منتقل كرده و در نهايت نمودار حاصل را نسبت به محور y ها - ۱۰۶ x x= - +2 2 نمودار تابع

(مشابه شهریور ۱۴۰۰) قرينه می كنيم. ضابطۀ تابع را در هر مرحله بنويسيد. 

3
درس نامۀ  ۳ را در صفحۀ ۵۷ ببینید.

صفحۀ ۲۴ تا ۲۹ كتاب درسی   تـابـع وارون

  درستی يا نادرستی گزاره های زير را مشخص كنيد.
(شهریور ۱۴۰۰)- ۱۰۷ g وارون يكديگرند.  x x( ) = 3 f و x x( ) = 3 دو تابع با ضابطه های

(دی ۱۴۰۰ و خرداد ۹۸)- ۱۰۸ g وارون يكديگرند.  x x( ) = - +2 7

6
f و x x( ) = - -7

2
3 دوتابع

۱۰۹ -( )( ) ( )( )f of x fof x- -=1 1 همواره

) وارون پذير است.- ۱۱۰ , ]-¥ -1 f در بازۀ x x x( ) = + -2
2 6 تابع با ضابطۀ

۱۱۱ -. f - =1
25 2( ) ، آن گاه f x x( ) = -3 1

3 اگر

f است.- ۱۱۲ x x- =1( ) ، به صورت ( ) ( ) xx f x£ =0
2 وارون تابع
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 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر كنيد.
(خرداد ۱۴۰۱)- ۱۱۳ f برابر ............... است.  -1

3( f باشد، حاصل( ={( , ) , ( , )}2 3 3 5 اگر

(دی ۱۴۰۰ خارج)- ۱۱۴ g به صورت ............... می باشد.  x x( ) ( )= +3
1 وارون تابع

f برابر ............... است.- ۱۱۵ - -1
17( ) ، آن گاه f x x( ) = -7 3 اگر

f برابر ............... است.- ۱۱۶ og- -1 1
9( ) ، آن گاه حاصل g x x( ) = +3

f و1 x x( ) = -5 3 اگر

) به صورت ............... است.- ۱۱۷ , ]-¥ 0 f در بازۀ x x( ) = +2
4 وارون تابع

(شهریور ۹۹)- ۱۱۸ f را به دست آوريد.  x x( ) = - -7

2
3 ضابطۀ وارون تابع

(دی ۹۹، خرداد ۹۸ خارج و دی ۹۷ خارج)- ۱۱۹ g را به دست آوريد.  x x( ) = - - +5 3 1 ضابطۀ وارون تابع

(خرداد ۱۴۰۰ خارج و مشابه خرداد ۹۹ خارج)- ۱۲۰ f را به دست آوريد.  -1 f باشد، وارون تابع f و دامنه و برد f و x x( ) = + 3 اگر

(شهریور ۱۴۰۰ خارج)- ۱۲۱ g در نظر بگيريد.  x x( ) = + -1 2 تابع
 ضابطۀ وارون تابع g را به دست آوريد.  تابع g و وارون آن را در يک صفحه رسم كنيد.

(مشابه تمرین کتاب درسی)- ۱۲۲ ، تابعی وارون پذير بسازيد و سپس ضابطۀ وارون آن را به دست آوريد.  f x x( ) | |= - 2 با محدودكردن دامنۀ تابع
، يک تابع يک به يک به دست آوريد و دامنه و برد تابع f و ضابطۀ وارون آن را بنويسيد.- ۱۲۳ h x x x( ) = - +2 2 2 با محدودكردن دامنۀ تابع

(خرداد ۱۴۰۰ خارج، مشابه دی ۹۹ خارج و خرداد ۹۹ خارج)  

(دی ۹۸، مشابه خرداد ۹۹ خارج و مثال کتاب درسی)- ۱۲۴ g وارون يكديگرند.  x x( ) = + 4

3
f و x x( ) = -3 4 نشان دهيد توابع

(دی ۹۸ خارج و تمرین کتاب درسی)- ۱۲۵ g وارون يكديگرند.  x x x( ) ( )= + £8 0
2 f و x x( ) = - - 8 نشان دهيد دو تابع

(مشابه مثال کتاب درسی)- ۱۲۶ f را به دست آوريد. چه نتيجه ای می گيريد؟  of-1 fof و -1 f باشد، توابع = -{( , ) , ( , ) , ( , )}1 5 2 4 3 1 اگر

(شهریور ۹۸، خرداد ۹۸، دی ۹۷ و تمرین کتاب درسی)- ۱۲۷ ) را به دست آوريد.  )( )g of- -1 1
5 g باشد، مقدار x x( ) = 3 f و x x( ) = -1

8
3 اگر

(دی ۱۴۰۰ خارج)- ۱۲۸ ) را به دست آوريد.  )( )f og- -1 1
3 g باشد، حاصل x x( ) = +17 f و x x( ) = -1

5
3 اگر

(دی ۱۴۰۰)- ۱۲۹  با توجه به نمودار توابع f و g، مقادير زير را در صورت وجود به دست آوريد. 
( )( )gof -1 (۱

( )( )g of- -1 1
2 (۲

f را رسم كنيد.  x( )- -2 3  نمودار تابع

(مشابه تمرین کتاب درسی)- ۱۳۰ ) را به دست آوريد.  ) ( )fog -1 1 ، مقدار g x x( ) = 3 f و x x( ) = -1

25
4 اگر
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1
2

صفحه ۱۵ تا ۲۳  كتاب درسی  

دوم:
تبديـل نمـودار تـوابـع

حالا  تا  دهم  سال  از  که  مبحثيه  می شناسن،  انتقال  با  اونو  خيليا  که  نمودار  تبديل 
باهاش خاطره داريم. مبحث بسيار جذابی که اگه بهش مسلط بشی خيلی از نمودارها 

رو می تونی تو سه سوت رسمش کنی. از اين مبحث هميشه تو نهايی سؤال اومده.

تبـديـل نمودار تـوابـع

تبديل نمودارها در دو راستا صورت می گيرد:
 در راستای محور x ها كه به صورت چپ و راست انجام می شود.
 در راستای محور y ها كه به صورت بالا و پايين انجام می شود.

 در تبديل نمودار توابع دانستن مطالب زير ضروری و كارگشا است:
 در تبديلات مربوط به محور y ها، همه چيز و از جمله ترتيب ۴ عمل 

اصلی، مستقيم عمل می كند.
 در تبديلات مربوط به محور x ها، همه چيز و حتی ترتيب ۴ عمل اصلی 

به صورت وارونه عمل می كند.
است.  x ها  محور  به  مربوط  تبديلات  با  اولويت  تركيبی،  تبديلات  در   
يعنی ابتدا تبديلات مربوط به محور x ها را انجام می دهيم و سپس تبديلات 

مربوط به محور y ها را.
تبديل نمودار تـوابـع در يك نگاه

 k >0 y را در اختيار داشته باشيم و f x= ( ) فرض كنيم نمودار يا ضابطۀ تابع
از   ، y f x= ( ) تابع نمودار  تبديلات  تمام  اين صورت  در  باشد،  عدد حقيقی 

قوانينی كه در ادامه آمده است، تبعيت می كنند:
y ها تبديلات مربوط به محور 

می شود.  منتقل  بالا  به  واحد   k  ، y f x= ( ) نمودار  : y f x k= +( )
به طور مثال:

  Þ    

، k واحد به پايين منتقل می شود.  y f x= ( ) : نمودار y f x k= -( )
به طور مثال:

  Þ    
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، yها k برابر می شود. y f x= ( ) : در نمودار y kf x= ( )
به طور مثال:

  Þ    

، yها بر k تقسيم می شود. y f x= ( ) : در نمودار y k f x= 1 ( )

به طور مثال:

  Þ    

y نسبت به محور xها قرينه می شود.  f x= ( ) : نمودار y f x= - ( )
به طور مثال:

  Þ    

x      ها تبديلات مربوط به محور 

، k واحد به چپ منتقل می شود.  y f x= ( ) : نمودار y f x k= +( )
به طور مثال:

   Þ     

منتقل  راست  به  واحد   k  ، y f x= ( ) نمودار  : y f x k= -( )
می شود. به طور مثال:

   Þ     

، xها بر k تقسيم می شود. y f x= ( ) : در نمودار y f kx= ( )
به طور مثال:

   Þ     

، xها در k ضرب می شود. y f x= ( ) : در نمودار y f k x= ( )1

به طور مثال:

   Þ     

y نسبت به محور yها قرينه می شود.  f x= ( ) : نمودار y f x= -( )
به طور مثال:

  Þ    

y به صورت  f x== ( )  نمودار تابع
مقابل است. 

نمودار توابع زير را رسم كنيد.  
y f x== 2 2( ) ب)   y f x== -- ++( ) 1 الف)

 الف)

¾M  SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶  y¾ ®¾¾¾

¯IM keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾

ب)

2 nj  Joò IÀx¾ ®¾¾¾¾

2 nj  Joò IÀy¾ ®¾¾¾¾
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 با توجه به مطالب گفته شده، می توان گفت:
برد هم چنين  است.  يكی   y kf x= ( ) و  y f x= ( ) توابع دامنۀ  الف) 

y است. f x= ( ) ، k برابر برد y kf x= ( )
دامنۀ هم چنين  است.  يكسان   y f x= (k ) و  y f x= ( ) توابع برد  ب) 

y است. f x= ( ) 1 برابر دامنۀ
k ، y f kx= ( )

 y f x= ( ) ، از انبساط يا انقباض عمودی نمودار y kf x= ( )  نمودار

، انبساط عمودی  k در راستای محور y ها به دست می آيد. در واقع اگر1<

k خواهيم داشت  0، انقباض عمودی با ضريب 1< <k k و اگر با ضريب

y را نسبت به محور  f x= ( ) ، در اين صورت ابتدا نمودار k و چنان چه0>

با ضريب انبساط عمودی   ، k < اگر1- اين حالت  نموده و در  x ها قرينه 

| خواهيم داشت. k ، انقباض عمودی با ضريب| - < <1 0k | و اگر k |

y در  f x= ( ) ، از انبساط يا انقباض افقی نمودار y f x= (k )  نمودار

با  افقی  انقباض   ، k اگر1< واقع  در  می آيد.  دست  به  x ها  محور  راستای 

و  داشت  خواهيم   1
k ضريب با  افقی  انبساط   ،0 1< <k اگر و   1

k ضريب

y را نسبت به محور  f x= ( ) ، در اين صورت ابتدا نمودار k چنان چه0>

 | |1
k ، انقباض افقی با ضريب k < y ها قرينه نموده و در اين حالت اگر1-

| خواهيم داشت. |1
k ، انبساط افقی با ضريب - < <1 0k و اگر

 درستی يا نادرستی جملات زير را مشخص كنيد.

y يكسان است.  f x== ( )2 y با دامنۀ f x== ( ) الف) دامنۀ

y برابر است.  f== ( x)1

3
y و برد تابع f x== ( ) ب) برد تابع

y به دست می آيد.  f x== ( ) y از انبساط عمودی نمودار f x== 2 ( ) پ) نمودار

y به دست می آيد. f== (x) y از انبساط افقی نمودار f x== ( )3 ت) نمودار

الف) نادرست. برد اين دو تابع يكسان و دامنۀ آن ها متفاوت است. 
ب) درست
پ) درست

ت) نادرست. از انقباض افقی به دست می آيد نه انبساط.

به  نيازمنديم  به آن ها  توابع مهمی كه در تبديل نمودارها   نمودار 
صورت زير است:

            

 نمودار توابع زير را با استفاده از نمودارهای نكتۀ قبل رسم كنيد.

y x== -- -- ب)  y x== -- --2 1| | الف)

y x== --2 2sin( ) پ)

 الف)

SwHn keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾
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-¾ ®¾¾¾¾2 nj  Joò IÀy

ب)

 ¾M SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶y¾ ®¾¾¾¾   

 IÀ n¼d¶  ¾M SLvº  ¾¹Äo¤x¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

پ)

2 nj  Joò IÀx¾ ®¾¾¾¾

-¾ ®¾¾¾¾2 nj  Joò IÀy

y=| f     (  x رسم نمودار| ( 

و  كرده  رسم  را   y f x= ( ) نمودار ابتدا   ، y f x= | ( ) | نمودار رسم  برای 

y كه زير محور x ها قرار دارد را نسبت  f x= ( ) سپس بخش هايی از نمودار

به محور x ها قرينه می كنيم.

y را رسم كنيد. x== --| |2
1  نمودار تابع

y را رسم می كنيم. برای اين منظور  x= -2
1 ابتدا نمودار  

y را يک واحد به پايين منتقل كنيم: x= 2 كافی است نمودار

¸ÃÄIQ keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾

 y x= -2
1 نمودار از  بخش هايی  حال 

كه زير محور x ها قرار دارد را نسبت به 
محور x ها قرينه می كنيم: 

 

درست. ۶۴
نادرست. ۶۵
y است.. ۶۶ f x= ( ) ، k برابر برد  y kf x= ( ) نادرست. برد
درست. ۶۷
y به صورت زير هستند:. ۶۸ x= - y و x= - نادرست. نمودار توابع

درست. ۶۹

كردن طول . ۷۰ برابر  سه  از   y f x= ( )1

3
نمودار كه  همان طور  زيرا  درست. 

A¢ نيز از سه برابر كردن طول  y به دست می آيد، نقطۀ f x= ( ) نقاط نمودار
نقطۀ A به دست می آيد.

نادرست. ۷۱
درست. ۷۲
2- ضرب كرده و با ۳ . ۷۳ )- را در ]3 1, درست. زيرا كافی است نقاط بازۀ

جمع كنيم.
. بازه دو برابر می شود.. ۷۴ [ , ]2 8

۷۵ .[ , ]-1 0

۷۶ .[ , ]-2 8

. زيرا نمودار اين تابع به صورت . ۷۷ ( , ]-¥ 0
مقابل است:
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برابر. ۷۸

۷۹ .( , )2 0

۸۰ .[ , )0 + ¥

۸۱ .

¾M SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶y¾ ®¾¾¾¾

¯IM keH» 2¾ ®¾¾¾

۸۲ .

2 oM ´Ãv£U IÀx¾ ®¾¾¾¾

2 oM ´Ãv£U IÀy¾ ®¾¾¾¾

¯IM keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾

۸۳ .

IÀ n¼d¶  ¾M SLvº  ¾¹Äo¤y¾ ®¾¾¾¾¾¾   

IÀ n¼d¶  ¾M SLvº  ¾¹Äo¤x¾ ®¾¾¾¾¾¾

¸ÃÄIQ keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾

۸۴ .

Oa keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾

2 nj Joò IÀy¾ ®¾¾¾¾

¸ÃÄIQ keH»  2¾ ®¾¾¾¾
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۸۵ .

2  nj  Joò IÀx¾ ®¾¾¾¾

¸ÃÄIQ keH» 2¾ ®¾¾¾¾

۸۶ .

2 oM ´Ãv£U IÀx¾ ®¾¾¾¾

3 oM  ´Ãv£U IÀy¾ ®¾¾¾¾

الف). ۸۷

2  nj  Joò IÀx¾ ®¾¾¾¾

3 nj  Joò IÀy¾ ®¾¾¾¾

Dy = -[ , ]4 6 ب) با توجه به نمودار، داريم: 

 .۸۸

oMHoM 3 IÀx¾ ®¾¾¾

-¾ ®¾¾¾¾2nj Hn IÀ
.´Ã¹¨ïÂ¶  Joò

y

۸۹ .x x x
2

4 4 4
2

4 8 8Î - Þ - £ £ Þ - £ £[ , ]  

] است. , ]-8 8 y برابر f x= ( )2 بنابراين دامنۀ

۹۰ ..Rf = -[ , ]2 2 Df و = -[ , ]2 4 با توجه به نمودار، داريم

برای يافتن دامنۀ تابع g، می توان نوشت:

- £ + £ ¾ ®¾ - £ £-
2 3 1 4 3 3 3

1x x  
¸¾ ®¾ - £ £ Þ = -3

1 1 1 1x Dg [ , ]  

هم چنين برای محاسبۀ برد تابع g، به صورت زير عمل می كنيم:

- £ + £ ¾ ®¾¾ ³ - + ³ -
´ -

2 3 1 2 1
1

2
3 1 1

1

2f x f x( ) ( )
( )

 

-¾ ®¾ ³ - + - ³ - Þ = -1
0

1

2
3 1 1 2 2 0f x Rg( ) [ , ]  

۹۱ .

¾M SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶  y¾ ®¾¾¾

۹۲ .

 ¾M SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶  x¾ ®¾¾¾   
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۹۳ .

 ¾M  SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶  y¾ ®¾¾¾  

IÀ n¼d¶  ¾M  SLvº  ¾¹Äo¤x¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

 

۹۴ .

 SwHn keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾  

¯IM keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾  

۹۵ .

 Oa keH» 2¾ ®¾¾¾   

IÀ n¼d¶ ¾M SLvº ¾¹Äo¤y¾ ®¾¾¾¾¾¾  

] به صورت زير است:. ۹۶ , ]-4 1 y در بازۀ x= +| |2 نمودار

 

 

-¾ ®¾¾¾¾¾2 oM  ´Ãv£U IÀy

Ry = -[ , ]3

2
0 Dy و = -[ , ]4 1 با توجه به شكل،

۹۷ .

 2  nj  Joò IÀy¾ ®¾¾¾  

¸ÃÄIQ keH» 3¾ ®¾¾¾¾
 

Ry = -[ , ]3 3 Dy و = -[ , ]4 1 با توجه به شكل، داريم: 

. بنابراين بايد به كمک . ۹۸ | | | |2 2- = -x x ، پس | | | |- =u u می دانيم

برای  را رسم كنيم.   g x x( ) | |= - -1

3
2 نمودار  ، f x x( ) | |= -2 نمودار

] رسم نموده  , ]1 3 f را در بازۀ x x( ) | |= -2 اين منظور كافی است نمودار

برای رسم (توجه كنيد كه  تقسيم كنيم.   -3 بر را  y ها  نمودار حاصل،  در  و 

y را دو واحد به راست  x= | | ، كافی است نمودار [ , ]1 3 y در بازۀ x= -| |2

] قرار می گيرد را نگه داشته و بقيه را  , ]1 3 منتقل كنيم و قسمتی كه در بازۀ 

حذف كنيم):

   IÀ
oM ´Ãv£U 

y
-¾ ®¾¾¾3   

۹۹ . y f x= ( ) ، ابتدا بخش هايی از نمودار y f x= -| ( ) | برای رسم نمودار1

نمودار تا  می كنيم  قرينه  x ها  محور  به  نسبت  را  دارد  قرار  x ها  محور  زير  كه 

y به دست آيد. سپس نمودار حاصل را يک واحد به پايين منتقل می كنيم. f x= | ( ) |
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Þ

¸ÃÄIQ keH» 1¾ ®¾¾¾¾
 

۱۰۰ .

Oa keH» ¦Ä¾ ®¾¾¾¾

¸ÃÄIQ keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾  

حال بايد قرينۀ بخش هايی از نمودار كه زير 

محور x ها قرار دارد را نسبت به محور x ها رسم 

y به دست  x= + -| |1 1 كنيم تا نمودار

به   y x= + -| |1 1 نمودار بنابراين  آيد. 

صورت مقابل در می آيد:
 

۱۰۱ .

2 oM  ´Ãv£U IÀx¾ ®¾¾¾¾   

-¾ ®¾¾¾¾2 nj  Joò IÀy  

۱۰۲ .

 

-¾ ®¾¾¾¾2 nj  Joò IÀx       

2 nj  Joò IÀy¾ ®¾¾¾¾         

۱۰۳ .

 

2 oM  ´Ãv£U IÀx¾ ®¾¾¾¾   

IÀ n¼d¶ ¾M SLvº ¾¹Äo¤x¾ ®¾¾¾¾¾¾¾   
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¯IM keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾   

۱۰۴ .

 
-¾ ®¾¾¾¾2nj  Joò IÀx  

 
-¾ ®¾¾¾¾2oM  ´Ãv£U IÀy  

 
)cos برابر است. در واقع كسينوس منفی  )1

2
x )cos با )- 1

2
x توجه كنيد كه

را می خورد.
۱۰۵ . f x x x x( ) ( )= - + = -2 2

2 1 1 ضابطۀ تابع f را می توان به صورت 
نوشت. حال می توان نوشت:

f x x y x( ) ( ) ( )= - ¾ ®¾¾¾¾ = - -1 1 2
2 2¸ÃÄIQ keH» 2  

Oa keH» 1
x x y x x® +¾ ®¾¾¾ = + - - = -

1

2 2
1 1 2 2(( ) )  

¾M SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶x y x¾ ®¾¾¾¾ = - -( )2 2  

y درمی آيد. x= - +2 2 بنابراين ضابطۀ نمودار حاصل در نهايت به صورت
۱۰۶ .

y x x y x xx x= - + ¾ ®¾¾¾¾ = - - + -® -
2

1

2
2 1 2 1

SwHn keH» ¦Ä ( ) ( )  

= - + - + - Þ = - + -x x x y x x2 2
2 1 2 2 4 3  

¸ÃÄIQ keH» »j¾ ®¾¾¾¾ = - + - -y x x( )2
4 3 2  

Þ = - + -y x x2
4 5  

IÀ n¼d¶  ¾M SLvº  ¾¹Äo¤y
x x y x x®-¾ ®¾¾¾¾¾¾ = - - + - -( ) ( )2

4 5  

Þ = - - -y x x2
4 5  

1
3

صفحه ۲۴ تا ۲۹ كتاب درسی 

تــابــع وارون

مبحث يک به يک و وارون رو سال گذشته تو رياضی ۲ خونديد. مباحث مهمی که تو 
کتاب رياضی ۳ مطرح می شه، يکی پيداکردن ضابطۀ تابع وارون، دومی شرط وارون 
هم بودن دو تابع، سومی محدودکردن دامنۀ تابع واسۀ وارون پذيربودن و آخری هم 
يافتن مقدار تابع وارون يا تابع مرکب وارون تو يه نقطه هست. در اغلب موارد تو 

نهايی از اين مبحث سؤال طرح می شه.

رابطة تـابـع يك به يك و وارون پـذيـرى

از سال گذشته به خاطر داريد كه هر تابع يک به يک، وارون پذير است و بالعكس.
f نمايش می دهيم. وارون تابع f را معمولاً با نماد1-

روش محاسبة ضابطة تـابـع وارون

، x را بر حسب y به دست  y f x= ( ) اگر تابع f يک به يک باشد، در معادلۀ
می آوريم و سپس جای x و y را عوض می كنيم.

 ضابطۀ وارون توابع زير را به دست آوريد.
g x x x x( ) ;== -- ££2

4 2 ب)  f x x( ) == -- --3 2 7 الف)
، قرار می دهيم y. پس: f x(  الف) به جای(

y x x y= - - Þ - = -3 2 7 2 7 3  
2 ·H¼U¾ ®¾¾ - = - Þ = - +2 7 3 2 3 7

2 2x y x y( ) ( )  

Þ = - +x y1

2
3 7

2(( ) )  
با تعويض جای x و y داريم:

y x f x x= - + = - +-1

2
3 7

1

2
3 7

2 1 2(( ) ) ( ) (( ) )IÄ  

g قرار می دهيم y . پس:  x( ) ب) به جای

y x x y x x= - ¾ ®¾ + = - ++2 4 2
4 4 4 4  

Þ + = - ¾ ®¾ + = -y x y x4 2 4 2
2( ) | |  

x y x x£¾ ®¾¾¾¾ + = - - = - +2
4 2 2

: ( )ÆoÎ ¢Lö  

Þ = - + ¾ ®¾¾ = - +«x y y xx y
2 4 2 4  

IÄ g x x- = - +1
2 4( )  

f وارون آن باشد، آن گاه: -1  اگر f تابعی يک به يک و

( )( ) ;fof x x x D
f

-- == ÎÎ --
1

1

( )( ) ;f of x x x Df
-- == ÎÎ1

 
شرط وارون يكديگر بـودن دو تـابـع

براساس نكتۀ قبل، شرط آن كه دو تابع f و g وارون يكديگر باشند، آن است 
( )( ) ;fog x x x Dg= Î )   و    )( ) ;gof x x x Df= Î كه: 

يعنی بايد تركيب دو تابع، برابر تابع همانی شود.
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 g x x( ) == ++ 5

2
3 و  f x x( ) == --2 5

3 تابع دو  دهيد  نشان   
وارون يكديگر هستند.

 بايد نشان دهيم تركيب اين دو تابع، برابر تابع همانی است:

( )( ) ( ( )) ( ) ( )fog x f g x f x x= = + = + -5

2
2

5

2
53 3 3  

= + - =2
5

2
5( )x x  

( )( ) ( ( )) ( ) ( )gof x g f x g x x= = - = - +
2 5

2 5 5

2

3
3

3  

= = =2

2

3

3 33x x x  
پس f و g وارون يكديگرند.

محدودكردن دامنة تـابـع
گاهی اوقات يک تابع به دليل يک به يک نبودن، وارون پذير نيست. در اين گونه 
توابع می توان دامنۀ تابع را طوری محدود كرد كه به يک تابع يک به يک و در 
y يک به يک نيست  x= 2 نتيجه وارون پذير تبديل شود. به طور مثال تابع
) يا هر زيرمجموعه ای از  , ]-¥ 0 ] يا , )0 + ¥ ولی اگر دامنۀ تابع را به بازۀ

آن ها محدود كنيم، يک به يک و در نتيجه وارون پذير خواهد شد.
y به يكی از بازه های ax bx c= + +2  اگر دامنۀ تابع درجه دوم

) يا هر زيرمجموعه ای از اين بازه ها محدود  , ]-¥ - ba2 ] يا , )- + ¥b
a2

شود، تابع حاصل يک به يک می شود. برای سهولت كافی است دامنۀ تابع را 

] محدود كنيم. , )- +¥b
a2 به بازۀ

f را به گونه ای محدود كنيد كه  x x x( ) == -- ++2
2  دامنۀ تابع5

تابع حاصل يک به يک باشد و سپس ضابطۀ وارون آن را به دست آوريد.

 [ , )- + ¥b
a2  طبق نكتۀ قبل، كافی است دامنۀ تابع را به بازۀ

محدود كنيم تا تابع f در اين بازه يک به يک شود:

x b
a x= - = - -

´
Þ =

2

2

2 1
1  

] محدود می كنيم. داريم: , )1 + ¥ بنابراين دامنۀ تابع را به بازۀ

f x x x x x x( ) ( ) ( )= - + = - + + = - +2 2 2
2 5 2 1 4 1 4  

Þ = - + ³f x x x( ) ( ) ,1 4 1
2  

، y قرار داده و ضابطۀ وارون آن را می يابيم:  f x( به جای(

y x x y= - + Þ - = -( ) ( )1 4 1 4
2 2  

¾ ®¾ - = -| |x y1 4  
x x y x y³¾ ®¾¾ - = - Þ = + -1

1 4 1 4  

Þ = + --f x x1
1 4( )  

f وارون آن باشد، آن گاه: -1  اگر f تابعی وارون پذير و
) قرينۀ يكديگرند.  )y x= f نسبت به نيمساز ربع اول و سوم  نمودارهای f و1-

R Df f
= -1 D و Rf f

= -1

f b a f a b- = Û =1( ) ( )

است  مطلوب  باشد،   g x x( ) == ++2 1
3 و  f x x( ) == --3 1 اگر  

محاسبۀ:
( )( )f og-- --1 1

17 ب)   f --1
5( ) الف)

. پس:  f a b( ) = ، آن گاه f b a- =1( )  می دانيم اگر 

f x f x x x- = Þ = Þ - = Þ =1
5 5 3 1 5 3 6( ) ( ) الف) 

Þ = Þ =-x f2 5 2
1( )  

، پس داريم: ( )( ) (g ( ))f og f- - - -=1 1 1 1
17 17 ب) می دانيم

g x g x x x- = Þ = Þ + = Þ =1 3 3
17 17 2 1 17 2 16( ) ( )  

Þ = Þ = Þ =-x x g3 1
8 2 17 2( )  

f og f g f x f x- - - - -= = = Þ =1 1 1 1 1
17 17 2 2( ) ( ( )) ( ) ( )  

Þ - = Þ = Þ = Þ =-
3 1 2 3 3 1 2 1

1x x x f ( )  

Þ =- -f og1 1
17 1( )  

درست. ۱۰۷
نادرست. زيرا:. ۱۰۸

( )( ) ( ( )) f( ) ( )fog x f g x x x x= = - + = - - + - ¹2 7

6

7

2

2 7

6
3  

۱۰۹ .، f - =1 2 1{( , )} ، آن گاه  f ={( , )}1 2 اگر به طور مثال  زيرا  نادرست. 

. fof f of- -¹1 1 fof و در نتيجه  - =1 2 2{( , )}  ، f of- =1 1 1{( , )}

درست. ۱۱۰

۱۱۱ . f f- = Þ =1
25 2 2 25( ) ( ) نادرست. زيرا بايد داشته باشيم: 

f است. ( )2 23= اما
نادرست. ۱۱۲

y x y x y xx= ¾ ®¾ = ¾ ®¾¾ = -£2 0| |  

Þ = - Þ = --x y f x x1( )  
۱۱۳ .۲
g زيرا:. ۱۱۴ x x- = -1 3

1( )

y x x y x y= + Þ = - ¾ ®¾ = -3 3 31 1 1
3

 

Þ = --g x x1 3
1( )  

، زيرا:. ۱۱۵ -2

f x f x x- - = Þ = - Þ - = -1
17 17 7 3 17( ) ( )  

Þ = - Þ = - Þ - = --
7 14 2 17 2

1x x f ( )  
۱، زيرا:. ۱۱۶

g x g x x x x- = Þ = Þ + = Þ = Þ =1 3 3
9 9 1 9 8 2( ) ( )  

f g f x f x x- - -= = Þ = Þ - =1 1 1
9 2 2 5 3 2( ( )) ( ) ( )  

Þ = Þ =5 5 1x x  
f زيرا:. ۱۱۷ x x( ) = - - 4

y x y x y x= + Þ - = ¾ ®¾ - =2 2
4 4 4 | |  



۵۹

رياضى (3) 

x y x x y£¾ ®¾¾ - = - Þ = - -0
4 4  

Þ = - --f x x1
4( )  

۱۱۸ .y x y x= - - Þ + = -7

2
3 3

7

2
  

´ - -¾ ®¾¾ - - = Þ = - -
( )

( )
2

7 12

7

6

7

2

7

6

7
y x f x x

۱۱۹ .y x x y= - - + Þ + = - -5 3 1 3 1 5

2 ·H¼U¾ ®¾¾ + = - -3 1 5
2x y( )

( ) ( ) ( )- =¾ ®¾¾¾ + = + Þ = + -u u x y x y
2 2

3 1 5 3 5 1
2 2  

Þ = + - Þ = + --x y g x x1

3
5 1

1

3
5 1

2 1 2(( ) ) ( ) (( ) )  

۱۲۰ .f x x x x( ) = + Þ + ³ Þ ³ -3 3 0 3   

Þ = - + ¥Df [ , )3  

.Rf = + ¥[ , )0 f يعنی  x( ) ³0 ، پس x + ³3 از طرفی همواره داريم0

حال وارون تابع f را می يابيم:

y x y x x y= + ¾ ®¾¾ = + Þ = -3 3 3
2 22 ·H¼U  

Þ = --f x x1 2
3( )  

 D R
f f- = = + ¥1 0[ , ) بنابراين   ،R Df f

= -1 و  D Rf f
= -1 می دانيم

R D
f f- = = - + ¥1 3[ , ) و

۱۲۱ .y x y x= + - Þ - = -1 2 1 2 الف)  
2 ·H¼U¾ ®¾¾ - = - Þ = - +( ) ( )y x x y1 2 1 2

2 2  

Þ = - +-g x x1 2
1 2( ) ( )  

، g x x( ) = + -1 2 ب) برای رسم نمودار

y را دو واحد به  x= كافی است نمودار 

اين  منتقل كنيم.  بالا  به  واحد  و يک  راست 

نسبت  را  آن  قرينۀ  و  كرده  رسم  را  نمودار 

تا  می كنيم  رسم  و سوم  اول  ربع  نيمساز  به 

 نمودار وارون آن نيز به دست آيد:

نمودار تابع f به صورت مقابل است:. ۱۲۲

] يا , )2 + ¥ اگر دامنۀ تابع را به يكی از بازه های

) يا زيرمجموعه های آن ها محدود كنيم،  , ]-¥ 2

اين كه  با فرض  تابع يک به يک می شود.  به  تبديل 

باشيم،  كرده  محدود   [ , )2 + ¥ بازۀ به  را  دامنه 

f x x xx( ) | |= - -³2 22 داريم: 

y x x y f x x= - Þ = + Þ = +-
2 2 2

1( )  

۱۲۳ .h x x x x x( ) x ( ) ( )= - + = - + + = - +2 2 2
2 2 2 1 1 1 1  

نمودار تابع h يک سهمی به صورت مقابل است:

 
با توجه به نمودار، برای اين كه تابع h يک به يک باشد، كافی است دامنۀ تابع را

) يا  , ]-¥ 1 ] يا , )1 + ¥ به يكی از بازه های
برای  كنيم.  محدود  آن ها  از  زيرمجموعه ای 
] محدود  , )1 + ¥ راحتی كار، دامنه را به بازۀ
صورت  به  نمودار  حالت  اين  در  می كنيم. 

مقابل درمی آيد:
D Rh h= + ¥ = + ¥[ , ) , [ , )1 1 با توجه به نمودار، داريم: 

y x x y= - + Þ - = -( ) ( )1 1 1 1
2 2 ضابطۀ وارون آن را می يابيم:  

¾ ®¾ - = - ¾ ®¾¾ - = -³| |x y x yx1 1 1 11  

Þ = - + Þ = - +-x y h x x1 1 1 11( )  

باشند، آن است كه. ۱۲۴ g وارون يكديگر  f و  تابع  می دانيم شرط آن كه دو 

) را تشكيل دهيم و نشان دهيم بعد  )( )fog x . بنابراين بايد ( )( )fog x x=

از ساده شدن به x تبديل می شود:
f x x( ) = -3 4 g     و    x x( ) = + 4

3
 

Þ = = + = + -( )( ) ( ( )) ( ) ( )fog x f g x f x x4

3
3

4

3
4  

= + - =( )x x4 4  
بنابراين توابع f و g وارون يكديگرند.

۱۲۵ .. ( )( )fog x x= بايد نشان دهيم

( )( ) ( ( )) ( ) ( )fog x f g x f x x x= = + = - + - = -8 8 8
2 2 2  

= - - - =£| | ( ) xx xx 0  
پس f و g وارون يكديگر هستند.

۱۲۶ .
f f= - Þ = --{( , ) , ( , ) , ( , )} {( , ) , ( , ) , ( , )}1 5 2 4 3 1 5 1 4 2 1 3

1  

 
Þ =-f of1

1 1 2 2 3 3{( , ) , ( , ) , ( , )}  

 
Þ = - --fof 1

5 5 4 4 1 1{( , ) , ( , ) , ( , )}  



۶۰

مثلثــات

fof همانی هستند ولی با همديگر برابر نيستند. -1 f و of-1 اگرچه هر دو تابع
( )( ) ;f of x x x Df

- = Î1 در واقع داريم: 

( )( ) ;fof x x x D
f

- = Î -
1

1  

. بنابراين:. ۱۲۷ ( )( ) ( ( ))g of g f- - - -=1 1 1 1
5 5 می دانيم

f x f x x x- = Þ = Þ - = Þ =1
5 5

1

8
3 5

1

8
8( ) ( )  

Þ = Þ = Þ =- - - -x f g f g64 5 64 5 64
1 1 1 1( ) ( ( )) ( )  

g x g x x x- = Þ = Þ = Þ =1 3
64 64 64 4( ) ( )  

Þ =- -( )( )g of1 1
5 4  

۱۲۸ .
f og g- - - -=1 1 1 1

3 3( ) f ( ( ))  

g x x- = Þ = Þ + = Þ + =1
3 3 17 3 17 9( ) x g(x)  

Þ = - Þ = --x g8 3 8
1( )  

f را بيابيم: g f- - -= -1 1 1
3 8( ( )) ( ) حال بايد

f x f x x x- - = Þ = - Þ - = - Þ = -1
8 8

1

5
3 8

1

5
5( ) ( )  

Þ = - Þ = - Þ = -- - -x f f og25 8 25 3 25
1 1 1( ) ( )  

۱۲۹ . . g( )1 5= - f و ( )- =1 الف) ۱) با توجه به نمودار، معلوم می شود كه1

( )( ) g( ( )) g( )gof f- = - = = -1 1 1 5 پس: 

، g( )- =4 0 f و هم چنين  - =1
2 0( ) ، پس f ( )0 2= ۲) با توجه به نمودار،

. g- = -1
0 4( ) پس

( )( ) ( ( )) ( )g of g f g- - - - -= = = -1 1 1 1 1
2 2 0 4 بنابراين: 

نمودار ابتدا  است  كافی   ، y f x= - -( )2 3 تابع نمودار  رسم  برای  ب) 
y را دو واحد به راست و سپس ۳ واحد به پايين منتقل كنيم: f x= ( )

 SwHn keH» , nHj¼µº2 f¾ ®¾¾¾¾¾¾     

¸ÃÄIQ keH» 3¾ ®¾¾¾¾              

۱۳۰ .
(fog) ( ) ( )( ) ( ( ))- = Þ = Þ =1 1 1 1x fog x f g x  

Þ = Þ - = Þ =f x x x( )3 3 3
1

1

25
4 1

1

25
5  

Þ = ´ Þ = Þ = Þ =-x x x3 3 1
25 5 125 5 1 5(fog) ( )  
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